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Clasa a XI-a

SOLUTII

Problema 1.
2 2
Solutie. a)Pentru ca (%j +(¥j =1 exista t e (O;%) astfel Tncat cost =% si sint =¥.

cost —sint

) cosnt —sinnt
Matricea A= .

] si prin inductie se aratd ca A" =|
sint  cost sinnt  cosnt
. . Com " . |cosmt=cosnt . _
Presupunem prin reducere la absurd cd 3m#nsi A" = A" .Atunci 4 . . implica
sin mt = sin nt

2k ) e . D t 2k
m-t=n-t+2-k-wr,keZ sau —= € QQ.Pentru a simplifica notatia consideram —=——,pe N
T m-—-n T p

obtinem cos p - =1.Demonstrdm prin inductie cd exista un polinom monic,de grad p, F), € Z [X ] ,astfel
: 2 . .
incat 2-cosp-t=F, (2-cost) ceeacerevinela 2=F » (—j , fals, pentru ca polinomul monic cu
3

coeficienti intregi F, —2 ,daca are radacini rationale atunci ele trebuie sa fie numere ntregi.
Demonstratia prin inductie:Dacd p =1 existd F; = X € Z[X],daca p=2 avemca F, = X*-2¢e Z[X],
care verific egalitatea F, (2cost)=4cos®t—2=2c0s2z.

Folosind ipoteza inductiva si relatia 2cos(p+1)7+2cos(p—1)t =2cos pt-2cost obtinem cd
2cos(p+1)t=F,(2cost) F;(2cost)~F,_;(2cost). Deci, exista polinomul monic,de gradul p+1
F,y=F, -F—F, € Z[X] astfel incat 2-cos(p+1)-1=F,,;(2-cost).

p

: n+l _ yn _ n . - _ .. . _ a -b
b)Din X" =X"-X=X-X" obtinemca A-X = X -A conditie care revine la X = b .
a

Cum det X" =det A=1atunci a’ +b> =1 ,adica putem determina f € [0; 27[) cu a=cost §i b=sint.

1 2\2
cosnt —sinnt 3 o . )
J -| 3 .Prin identificarea elementelor corespunzétoare din

W21
3 3

Obtinem X" =|
sinnt  cosnt

arccos 1 +2kx

cele doud matrice gisim 7, =——=———¢ [0;27) pentru k € {1,2,...,n—1} .Solutiile ecuatiei sunt
n

cost, —sint
X, =| ¥ “lke{l2..n-1}.
sint,  costy



Problema 2.

L
. : . o 1 1 1 1 oM
Solutie.a)Sirul (x,) _. este strict crescator,iar x, <1+—+-+—<1+—+---+ = <2.
nl 21 n! 2 2n—1 | 1
2
Urmeaza ca (x, )n>1 este marginit i conform teoremei lui Weierstrass sirul este convergent.
1 1 1 1
Avemx, ; =x, + 1+ + oot .
ap-dy e lyy nt2  Gne2 3 py2 " Atk
Dar
1
=
1 1 1 1 1 1 [ 1 1
1+ + +o 4 <1+ + s+t T < 1 < I < I
Apia Api2 " 0p43 Api2  Apyg Api2  Ayip () 1— 1— 1—
Apy2 Apyo pi
. 1 a,i 1
Obtinem x,,; < x, + : sau 0< x,,; —x, < (1).
ap -y .. lpyy Gpyp =l ay-ay ..., (a, —1)

Notam / = lim x,,.Presupunem c¢d /€ Q,cu 1=2 p qe N*,(p,q)=1.Pentru k — oo din relatia (1),
n—so0 q

1
obttnem 0 < L_ x, < .
q aay - a, (a,, —1)

Pentru n=¢g+1,avem

0<£—xq+1s ! .DeundeO<(£—xq+l}q‘a1a2---aq+lSL.

q Ay Ay (aq+2 —1) q (aq+2 —1)
Observam ca q <leg+l<a,,, adeviratd.Cum 0<(£—xq+lj-q-a1a2---aq+1 <Isi

(a412-1) 4
(ﬂ—xqﬂj “q-ayay---dg, € N contradictie.
q
) o Lo _f(n) -
)Presupunem ca exista f si g functii polinomiale cu x, = ( ),VnZI.Atunm
g(n
f(n+1)  f(n) 1 h(n)
X4 — X, = - = = ,hin)=f(n+l)g(n)-f(n)g(n+1).
n+l n g(l’l+1) g(n) a-ay-...-a,, g(n)g(n+1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 _ h(n) 3 h(n) 'g(n+1)g(n+2) 2)

ap-ay-...-a, g(n)g(n+1)3an+2 h(n+1) g(n)g(n+1)

Trecand la limitd in relatia (2) se obtine o contradictie (oo =1).

Problema 3.
Solutie.Pentru fiecare n > 2 fixat,multimea {a;,a,,...q, } poate fi ordonatd crescator.Fie (i,i,,...i,) 0

permutare a multimii {1,2,...n}astfel inct a; <q; <...<q; .
> 1 2 n

Folosind ipoteza obtinem:

1 1 1
> + +...+

Iy ti_y i ti,o ip +

a:

In

c2a; —a; =|a; —q ‘+‘ai —q ‘+---+al~ —q
n 1 n—1 n—1 n—-2 2 1

Folosind inegalitatea lui Cauchy- Buniakowski-Schwarz obtinem



2
1 1 1 n—1
+ +...+ >
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Din cele doud inegalitdti obtinem

(n-1)° __ (-1
20y +iy +-oo+iy ) =iy =i, n(n+1)—ij—i
(n=1)’

n>+n-3

c>

Dari +i, =3si pentru V=2 = ¢ > care prin trecere la limitd cu n — oo conduce la ¢ >1.



